Formule des compléments

oo dt ™
L _ . 1 = .
emme — Vo €]0; 1], /0 te(1+t) sin(ma)

DEMONSTRATION
Soit a €]0; 1].
Comme f : t +— m est continue sur |0; +o00[ et
1 L.
e —— ~ — intégrable sur |0; 1]
to(1+t) =0 to
1
[ ] ~
ta(1 4 t) t—roo totl

intégrable sur [1; 400,

f est intégrable sur |0; +o0|.

Onnote 2 = C — [0; o0].

1 N @

fizm pe ol 2% = (r-e?)” = re= avec 0 < 6 < 2, est holo-
2@ z
morphe sur Q2 — {—1} et possede un pole simple en —1 avec
1 1 1 .

Res (f, —1) = a — = — e ima

) ) o (e

0z

Soit R > 1. Pour tout ¢ €]0; 1], on considere le compact K. p délimité par le
bord régulier :

e le demi-cercle C. = { |z| = ¢, R(z) < 0}

e lesegment I, = [ic;ic + VR? + €2 |
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e l'arcdecercleI'. p = {z = Re’, 0 € [-m;7] / |0] > 6-r}
e le segment I, = [—ie; —ie + VR? + 2]

ou 9573 =

€
arctan | ————|.
( VR? + &2 )

A 4

Y
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S

On calcule I'intégrale de f selon le chemin K. g lorsque € — 0.

w/2 icett /2 6(1—a)it
z)dz| = 4 . dt:iela/ — dt
10w =| [ e | P
3m/2 1
< 51_0‘/ dt
/2 1—c¢
<ZI e —0
T2 1—g 0
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2n—0. R  Re't 2m—0: R i R1— (1—a) it
/ f(z)dz:/ o dt:/ CA -
Ton (Re*)*(1 + Re') 9 1+ Re!

65,R &, R

2 s pl—a,(1-o)it
1R ™% :
e /0 11 Rar A 0en =0 -

Soit z = ic + 1 € I . Alors z = /2 4 {2 e'aretan(e/t),

D’ou
2(1+2) = <\/52 n t2> elometanC /(1 L e+ £) —» 19(1+1).
E—r
De plus
Ve €]0: 1], V¢ € [0: ] ! !
15 : : < .
b T e T e e+ o) S o110

Ainsi d’apres le théoreme de convergence dominée,

\/R2+€2 1 R dt
@a= [ o ity [
o 0 (ie+t)*(1+ic+1t) =0 Jo to(1+1)

Soitz = —ie +t € I_p.
De méme z = Ve2 + 2 ¢ arctan(e/t) — /22 | $2 p2im—i arctan(e/t)

D’ou

Za(l + Z) _ ( /52 +t2> €2i7ra—iaarctan(a/t)(1 — e +t> s €2i7ro¢ta(1 +t)

e—0

Par la méme domination, d’apres le théoréme de convergence dominée,

0 1 o [T dt
(2) dz = / : : dt — —6_2”0‘/ —_—.
viETe (e + )2 (1 —ie+1t) =0 o te(1+1)

Is,R

Or d’apres le théoreme des résidus,

/ f(z)dz =2im-1-e"™
oK. g

En passant a la limite, on obtient

R 2r s pl—a,(l—a)it
. dt 1R ~%e ;
1 —To : dt 2 —iTQ
(1—e7) /0 ta(1 4 ¢) /0 1 + Rett e
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Comme

Z'Rl—ae(l—a)it
]_ + Reit

Rl—a Ra—l 1
< — 0

1, Vit ;2 < X ~ DPa
VR > 1, Vt € [0;2q], R—1> R R tw

d’apres le théoreme de convergence dominée,

2m iRl_ae(l_a)it

I
e

li .
e 0 1+ Re®

Donc - @t
(1 —em) / ———— = 2ime "™,
o t*(1+1)
Théoreme -
VzeC,0<R(2) <1, I'(x) (1 —2) = )
Z€C0<RE) <1, TE) T —2) = s
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DEMONSTRATION
Soit o €]0; 1].

HaﬂX1—a%:(Aﬂ”w*g¢ﬁ>([ngﬂaﬂw)

1 /t\*
— / (-) e~ dtds par Fubini-Tonelli
10

;_;’_00[2 Z S

= /]0‘Jr . 1+Uvae_u ‘J(u,v” dudv

uv

t
par le changement de variables (, s) +— <t + s, —)
s

de réciproque (u,v) b a
ue (u,v :
prod 1+v' 140

1
= / + Uvae_” LQ dudv
]0;+00[2 uv (1 + U)

v u(1+v)—uv
car J) = |10 0E07 | = - =
’ iy W (1+U)3 (1+U)3 (1+U)2

1
= ——e “ dudv
/](J;—l-oo[2 Ulia(l + U)

+0o0 1 +oo
— / m < / e " du) dv par Fubini-Tonelli
0 (i v 0

B /+oo dv
o vie(140)

™ ™

sin(7(1 —«a))  sin(ra)’

Ainsi I’application z — ['(2) I'(1 — z) — est holomorphe sur le connexe

sin(7z)
{0 < R(z) < 1} et nulle sur |0;1].

D’apres le principe des z€ros isolés, on en déduit que

™

V2eC,0<R(z) <1, () T(1-2) =

sin(7z)
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